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1. ПРИЙНЯТТЯ РІШЕНЬ В УМОВАХ ПОВНОЇ ВИЗНАЧЕНОСТІ І НЕВИЗНАЧЕНОСТІ.

Задачі прийняття управлінських рішень часто розв’язуються за умови врахування важливої характеристики зовнішнього середовища – визначеності або невизначеності. Під невизначеністю розуміють відсутність, неповноту, недостатність інформації про об’єкт, процес, явище, що досліджується, або непевність в достовірності інформації. До основних джерел невизначеності належать:
1) істотна залежність процесів від стану зовнішнього середовища (наприклад, політичний та економічний стан суспільства, екологічний стан, катаклізми тощо);

2) наявність інших учасників процесу (постачальників, конкурентів, контролюючих органів тощо);

3) наявність елементів імовірності та випадковості (надійність обладнання, часова нерівномірність попиту на послуги);

4) неповнота інформації про процес, щодо якого приймається рішення – обмежені можливості збирання і обробки інформації, постійна мінливість інформації;

5) неможливість однозначної оцінки процесу або об’єкта при існуючому рівні наукового пізнання;

6) суб’єктивізм при прийнятті рішень.

Якщо джерел невизначеності не існує, вважаємо, що ситуація знаходиться в умовах визначеності. 

При розв’язанні задач в умовах невизначеності можуть статись такі ситуації:

1) сама система перешкоджає прийняттю рішень (наприклад, задача складання графіка виходу на роботу лікарів в умовах епідемії);

2) два або більше учасників процесу конфліктують і кожен з них прагне виграти щонайбільше, тобто особі, яка приймає рішення, протистоїть мислячий суперник.
Особливе місце серед невизначеності займають ситуації ризику, яким відповідають умови необхідності вибору деякої альтернативи або відмови від такого вибору, а також можливість оцінити ймовірність прояву альтернатив, які вибираються. Задачі, пов’язані з моделюванням ризиків, будуть розглядатись в подальших курсах.
1.1. Прийняття рішень в умовах повної визначеності.

Математична модель задається у вигляді таблиці, елементами якої є значення частинних критеріїв ефективності функціонування системи. Прийняття рішень здійснюється за кількома критеріями.
Приклад. Домашній хазяйці треба придбати пральну машину. Їй пропонують пральні машини, випущені трьома фірмами-виробниками. Значення частинних критеріїв функціонування машини задано таблицею:

	Варіанти
	Критерії

	
	Швидкість, об./хв.
	Вартість, грн.
	Енергоємність, кВт / год.
	Гарантійний термін, рок.

	Фірма №1
	10000
	3000
	5
	2,5

	Фірма №2
	7000
	1800
	2
	1,5

	Фірма №3
	8000
	2300
	3
	2

	Вагові коефіцієнти
	0,4
	0,2
	0,1
	0,3


Розв’язок. До таблиці додаються вагові коефіцієнти критеріїв (λj)
, які визначаються на основі експертних оцінок. В даному випадку вважається, що найбільш важливим з критеріїв є швидкість (λ1 = 0,4), наступним  критерієм є гарантійний термін (λ4 = 0,3), далі – вартість (λ2 = 0,2) і енергоємність (λ3 = 0,1). Важливо, що сума вагових коефіцієнтів повинна дорівнювати одиниці: 0,4 + 0,3 + 0,2 + 0,1 = 1.
Частинні критерії не є однорідними, адже мають різну розмірність(об./хв.., грн.. тощо). Тому здійснюється нормалізація критеріїв. Для цього визначаються групи критеріїв, для яких найкращим є максимальне значення (в даному прикладі це – швидкість прасування і гарантійний термін), і для яких найкращим є мінімальне значення (в даному прикладі це – вартість і енергоємність). Для кожного локального критерію відбирається максимальне і мінімальне значення за формулами:
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де m – кількість рядків у таблиці (кількість варіантів або стратегій прийняття рішення), n – кількість стовпців у таблиці (кількість локальних критеріїв).
В даному прикладі:
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 Далі визначаються нормалізовані критерії зі співвідношень:
а) принципу максимальної ефективності:

за формулами
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 – для критеріїв з найкращим максимальним значенням;
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 – для критеріїв з найкращим мінімальним значенням

або за формулами
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 – для критеріїв з найкращим максимальним значенням;
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 – для критеріїв з найкращим мінімальним значенням;

б) принципу мінімальної втрати:
за формулами
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 – для критеріїв з найкращим максимальним значенням;
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 – для критеріїв з найкращим мінімальним значенням

або за формулами
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 – для критеріїв з найкращим максимальним значенням;
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 – для критеріїв з найкращим мінімальним значенням
Оптимальним буде варіант з номером і, який забезпечить:
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 – для принципу максимальної ефективності;
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 – для принципу мінімальної втрати.

В даному прикладі:
а) за принципом максимальної ефективності:


[image: image14.wmf];

1

5

,

2

5

,

2

a

a

a

;

0

5

5

1

a

a

1

a

;

0

3000

3000

1

a

a

1

a

;

1

10000

10000

a

a

a

4

14

14

3

13

13

2

12

12

1

11

11

=

=

=

=

-

=

-

=

=

-

=

-

=

=

=

=

+

+

+

+

)

)

)

)



[image: image15.wmf];

60

,

0

5

,

2

5

,

1

a

a

a

;

60

,

0

5

2

1

a

a

1

a

;

40

,

0

3000

1800

1

a

a

1

a

;

70

,

0

10000

7000

a

a

a

4

24

24

3

23

23

2

22

22

1

21

21

=

=

=

=

-

=

-

=

=

-

=

-

=

=

=

=

+

+

+

+

)

)

)

)



[image: image16.wmf].

80

,

0

5

,

2

2

a

a

a

;

40

,

0

5

3

1

a

a

1

a

;

23

,

0

3000

2300

1

a

a

1

a

;

80

,

0

10000

8000

a

a

a

4

34

34

3

33

33

2

32

32

1

31

31

=

=

=

=

-

=

-

=

=

-

=

-

=

=

=

=

+

+

+

+

)

)

)

)


Тоді


[image: image17.wmf].

65

,

0

8

,

0

3

,

0

4

,

0

1

,

0

233

,

0

2

,

0

8

,

0

4

,

0

a

a

a

a

F

;

60

,

0

6

,

0

3

,

0

6

,

0

1

,

0

4

,

0

2

,

0

7

,

0

4

,

0

a

a

a

a

F

;

70

,

0

1

3

,

0

0

1

,

0

0

2

,

0

1

4

,

0

a

a

a

a

F

34

4

33

3

32

2

31

1

3

24

4

23

3

22

2

21

1

2

14

4

13

3

12

2

11

1

1

=

×

+

×

+

×

+

×

=

l

+

l

+

l

+

l

=

=

×

+

×

+

×

+

×

=

l

+

l

+

l

+

l

=

=

×

+

×

+

×

+

×

=

l

+

l

+

l

+

l

=

)

)

)

)

)

)

)

)

)

)

)

)


Оскільки найкращим є варіант, який забезпечує найбільше значення цільової функції Fi, можна зробити висновок, що оптимальним є перший з варіантів, адже 
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б) за принципом мінімальної втрати:
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Оскільки найкращим є варіант, який забезпечує найменше значення цільової функції Fi, можна зробити висновок, що оптимальним є перший з варіантів, адже 
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Таким чином, оптимальним варіантом за обох принципів виявився варіант №1 (тобто придбання пральної машини, виготовленої фірмою №1).
1.2. Прийняття рішень в умовах невизначеності.
Здебільшого невизначеність є характеристикою зовнішнього середовища – назвемо його „природою”. Природа може знаходитись в одному з множини скінчених або зчислених станів. Всі можливі стани відомі; тільки невідомо, який зі станів матиме місце, коли прийматиметься рішення. Зазвичай дані оформлюють у вигляді матриці 
[image: image24.wmf],
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 де vji – виграш (прибуток, доходи, корисність) при виборі j-го плану при тому, що природа буде знаходитись в і-му стані, або vji – програш (втрати, збитки) при виборі j-го плану при тому, що природа буде знаходитись в і-му стані. 
В загальному випадку прямий аналіз матриць виграшів або програшів не дозволяє прийняти рішення щодо вибору оптимальної стратегії. Тому для прийняття рішення в умовах невизначеності використовуються певні критерії., сутність яких розглянемо на прикладі.

Приклад. Стоматологічна клініка визначає рівень своїх можливостей (кількість кабінетів) таким чином, щоб задовольнити попит клієнтів на планує мий період. Попит на послуги клініки не відомий, але прогнозується, що він складає 10-25 тис. чол. · год. Вважаємо, що попит може прийняти одне з чотирьох значень: 10, 15, 20, 25 тис. чол. · год. Для кожного рівня визначені витрати на організацію кабінетів, відхилення від яких призводять до додаткових витрат або до неповного задовольняння попиту. Вибрати оптимальну стратегію стоматологічної клініки (тобто визначити кількість кабінетів, яка забезпечить найменші витрати). 

	 Кількість кабінетів
	Попит, тис. чол. · год.

	
	10
	15
	20
	25

	1
	6
	12
	20
	24

	2
	9
	7
	9
	28

	3
	23
	18
	15
	19

	4
	27
	24
	21
	15


Розв’язок. 
1. Згідно критерію Лапласа, всі стани природи є рівноймовірними. Тому для кожного варіанта стратегії обчислюється середнє арифметичне значення очікуваного виграшу або програшу: 
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де n, m – відповідно кількість станів природи і варіантів стратегії.

Нарешті з цих значень вибирається найкраще – максимальне для матриці виграшів і мінімальне для матриці програшів.

Позначимо через Rj варіанти стратегій, а через W{Rj} – значення критерію для кожної стратегії (середнє арифметичне значення). Тоді для заданого прикладу:
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Оскільки розглядається матриця програшів (витрат підприємства), найкращою за критерієм Лапласа буде стратегія R2, яка призводить до найменших, в порівнянні з іншими стратегіями, втрат.

2. Згідно критерію Вальда (або критерію „обережного спостерігача”), при реалізації будь-якої стратегії природа буде чинити найбільший опір. Тому для кожного рядка вибирається „найгірше” значення – мінімальне для матриці виграшів і максимальне для матриці програшів. Далі з цих значень вибирається максимальне для матриці виграшів і мінімальне для матриці програшів. Таким чином реалізується „найкраща з найгірших” стратегій:
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 для матриці виграшів і
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 для матриці програшів.

Для заданого прикладу:
	 Стратегія
	Попит, тис. чол. · год.
	max{vji}

	
	10
	15
	20
	25
	

	R1
	6
	12
	20
	24
	24

	R2
	9
	7
	9
	28
	28

	R3
	23
	18
	15
	19
	23

	R4
	27
	24
	21
	15
	27


Оскільки розглядається матриця програшів, то з останнього стовпця таблиці вибирається найменше зі значень – 23. Тому, за критерієм Вальда, оптимальною є стратегія R3, якій відповідає найменше значення останнього стовпця таблиці.

3. При застосуванні критерію Севіджа (критерію „мінімізації жалі”) насамперед будується матриця ризиків 
[image: image30.wmf]ji
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, елементи якої обчислюються за формулами:
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 для матриці виграшів і
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 для матриці програшів.

Тобто в кожному стовпці таблиці вибирається максимальне (для матриці виграшів) або мінімальне (для матриці програшів) значення і за його допомогою обчислюються ризики, які означають міру втрат особи, яка приймає рішення. Далі в кожному рядку таблиці вибирається найбільше значення, тобто „найбільший жаль”, а з цих значень вибирається найменше, тобто здійснюється „мінімізація жалю”. Цьому найменшому значенню відповідає оптимальна стратегія.
В заданому прикладі ризики означають величину втрат, яких зазнає клініка у випадку, якщо буде реалізована стратегія, не оптимальна при даному попиті на послуги. Матриця ризиків має вигляд:
	 Стратегія
	Попит, тис. чол. · год.
	max{vji}

	
	10
	15
	20
	25
	

	R1
	0
	5
	11
	9
	11

	R2
	3
	0
	0
	13
	13

	R3
	17
	11
	6
	4
	17

	R4
	21
	17
	12
	0
	21


Найменшому значенню в останньому стовпці таблиці (11) відповідає стратегія R1 – оптимальна за критерієм Севіджа.

4. Критерій Гурвіца оснований на припущенні, що природа може знаходитись в найвигіднішому стані для особи, яка приймає рішення, з імовірністю ( і в найгіршому стані з імовірністю 1–(. Коефіцієнт довіри ( визначає схильність особи, яка приймає рішення, до оптимізму (( > 0,5) або до песимізму (( < 0,5). Таким чином, згідно критерію Гурвіца, для матриці виграшів оптимальна стратегія визначається за формулою
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а для матриці програшів – за формулою
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В заданому прикладі розглядається матриця програшів. Припустимо, що ( = 0,5. Тоді
	 Стратегія
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	R1
	6
	24
	15

	R2
	7
	28
	17.5

	R3
	15
	23
	19

	R4
	15
	27
	21


Таким чином, найкращою стратегією за критерієм Гурвіца є стратегія R1, яка забезпечує найменше значення критерію для заданої матриці програшів.
2. ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРІЇ МАТРИЧНИХ ІГОР
Гра – це спрощена математична модель конфліктної ситуації, яка визначається наступним чином:

1) є n осіб, які приймають рішення, причому їхні інтереси не співпадають;

2) задано правила, що визначають вибір допустимих стратегій, які відомі гравцям;

3) існує точно визначений набір кінцевих станів, якими закінчується гра (наприклад, виграш, нічия, програш);

4) заздалегідь відомі платежі, які відповідають кожному з можливих станів.

Залежно від кількості гравців ігри можуть бути парними або множинними. Залежно від кількості допустимих стратегій ігри можуть бути скінченими або нескінченими. Парна гра називається грою з нульовою сумою, якщо виграш одного гравця дорівнює програшу іншого. 
Розглянемо парну скінчену гру з нульовою сумою. Припустимо, що гравець А може вибрати одну зі стратегій Аі (і = 1, 2, ..., m), а гравець В – одну зі стратегій Bj (j = 1, 2, …, n), причому кожна стратегія вибирається при повному незнанні вибору супротивника. Матриця
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рядки якої відповідають стратегіям гравця А, а стовпці – стратегіям гравця В, називається платіжною матрицею гри. Елемент aij цієї матриці – це виграш гравця А, якщо він вибрав стратегію Аі, а гравець В – стратегію Bj.
Припустимо, що гравець А вибрав стратегію Аі. В найгіршому випадку він тримає виграш, який дорівнює 
[image: image39.wmf].
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 Тоді він повинен вибрати таку стратегію, яка максимізує його мінімальних виграш: 
[image: image40.wmf].
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При виборі гравцем В стратегії Bj його програш не перевищить 
[image: image41.wmf].
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 Бажаючи зменшити свій програш, гравець В вибере таку стратегію, яка мінімізує найбільший програш: 
[image: image42.wmf].
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Величини ( і β відповідно називаються нижньою та верхньою ціною гри. Якщо ( = β = v, то v називається значенням гри. Тоді v дорівнює деякому елементу платіжної матриці, який називають сідловою точкою.
Якщо гравець вибирає деяку стратегію з імовірністю 1, він користується чистою стратегією. Зокрема, гра з сідловою точкою має розв’язок в чистих стратегіях. Якщо вибір стратегій здійснюється випадково, з імовірністю, яка може відрізнятись від одиниці, то йдеться про мішану стратегію.
Розв’язок гри можна отримати різними способами. В загальному випадку можна привести задачу до задачі лінійного програмування. Зменшити розмірність платіжної матриці можна, виключивши дублюючі та явно невигідні для одного з гравців стратегії. Якщо ж одна з розмірностей платіжної матриці дорівнює двом, задачу можна розв’язати графічно. Розглянемо графічний спосіб розв’язання гри на прикладі.
Приклад. Задано платіжну матрицю
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По-перше, визначимо нижню та верхню ціни гри:
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Оскільки 
[image: image46.wmf],
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 гра не має сідлової точки.

По-друге, спростимо матрицю А, виключивши з неї першу стратегію гравця В, яка явно невигідна для нього в порівнянні з третьою стратегію (адже 2 > 1; 4 > 3). Тоді матриця А набуває такого вигляду:
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Будуємо графік. Для цього на вісі абсцис відкладемо відрізок, який дорівнює одиниці (р = 1). На лівій та правій границях будуємо дві вертикальні вісі, а на них відкладаємо значення a1j і a2j.

[image: image48]
Ламана LKM відповідає нижній границі виграшу гравця А. Відрізок KN – це ціна гри. Визначимо координати точки К як точки перетину прямих В3 і В4. Для цього скористаємось рівнянням прямої, яка проходить через дві точки з координатами (x0, y0) і (x1, y1):
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В нашому випадку координати кінців відрізку В3 – (0; 1) і (1; 3), а координати кінців відрізку В4 – (4; 0) і (1; 1). Тоді маємо систему рівнянь:
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 звідки x = 3 / 5; y = 11 / 5.
Значенню х відповідає імовірність того, що гравець А вибере другу стратегію (х2). Тоді першу стратегію він вибере з імовірністю 1 – х = 1 – 3 / 5 = 2 / 5, адже в його розпорядженні є лише дві стратегії. Таким чином, розв’язком гри для гравця А є:
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Визначимо ймовірності вибору стратегій гравцем В. Оскільки точка К утворюється при перетині прямих В3 і В4, гравець В вибере стратегії В1 і В2 з імовірностями, які дорівнюють нулю. Позначимо q – імовірність вибору стратегії В3 гравцем В, Тоді 1 – q – імовірність вибору стратегії В4 гравцем В:
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Використаємо довільний рядок матриці для визначення значення q. Для цього перемножимо елементи цього рядка на значення відповідних імовірностей (вони записані над матрицею) і складемо добутки. Отримана сума повинна дорівнювати ціні гри. 
Припустимо, що таким рядком буде перший рядок матриці. Тоді
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Звідси q = 3 / 5.

Таким чином, розв’язком гри для гравця В є:
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Приклад. Розглянемо графічний спосіб розв’язання гри у випадку, коли дві стратегії має гравець В. Треба отримати розв’язок для гри з платіжною матрицею
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Графік будується аналогічно попередньому випадку, тільки на вертикальних осях відкладаються значення виграшу гравця А при виборі ним стратегії Аі.

[image: image57]
Тут LKM – верхня границя виграшу гравця А; KN – ціна гри. Координати точки К визначаємо з системи рівнянь, які відповідають рівнянням прямих А1 і А4:
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[image: image59.wmf]î

í

ì

=

-

-

=

-

+

;

0

1

y

x

7

;

0

4

y

x

 звідки x = 5 / 8; y = 27 / 8.
Значенню х відповідає імовірність того, що гравець В вибере другу стратегію (y2). Тоді першу стратегію він вибере з імовірністю 1 – х = 1 – 5 / 8 = 3 / 8, адже в його розпорядженні є лише дві стратегії. Таким чином, розв’язком гри для гравця B є:
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Визначимо ймовірності вибору стратегій гравцем A. Оскільки точка К утворюється при перетині прямих A1 і A4, гравець A вибере стратегії A2 і A3 з імовірностями, які дорівнюють нулю. Позначимо p – імовірність вибору стратегії A1 гравцем A, Тоді 1 – p – імовірність вибору стратегії A4 гравцем A:
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Використаємо довільний стовпець матриці для визначення значення р. Для цього перемножимо елементи цього стовпця на значення відповідних імовірностей (вони записані праворуч від матриці) і складемо добутки. Отримана сума повинна дорівнювати ціні гри. 

Припустимо, що таким стовпцем буде перший стовпець матриці. Тоді
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Звідси p = 7 / 8.

Таким чином, розв’язком гри для гравця A є:
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ЗАВДАННЯ ДЛЯ КОНТРОЛЬНОЇ РОБОТИ

Завдання 1. Прийняття рішень в умовах повної визначеності.

Підприємству треба вибрати оптимальну стратегію забезпечення новим обладнанням. Відомі значення частинних критеріїв функціонування обладнання, яке випускається трьома заводами, а також вагові коефіцієнти частинних критеріїв, визначені на основі експертних оцінок:

	Варіанти
	Критерії

	
	Швидкість 
	Вартість
	Енергоємність
	Гарантійний термін

	Фірма №1
	А
	7
	5
	6

	Фірма №2
	3
	4
	7
	3

	Фірма №3
	4
	В
	2
	С

	Вагові коефіцієнти
	0,4
	0,2
	0,1
	0,3


Тут А, В, С – відповідно остання, передостання та третя справа цифри номера залікової книжки студента. Якщо якесь з цих чисел дорівнює нулю, треба замінити його значення на 10.
Визначити оптимальну стратегію підприємства.

Завдання 2. Прийняття рішень в умовах невизначеності.

Розглядається питання про будівництво спортивно-оздоровчого комплексу на основі одного з чотирьох існуючих проектів. Розраховано щорічний очікуваний прибуток в залежності від попиту (кількості відвідувачів, тис. чол.). В залежності від типу проекту та від кількості відвідувачів складено таблицю щорічного прибутку:
	Номер проекту
	Відвідувачів, тис. чол. 

	
	0
	10
	20
	30
	40
	50

	1
	–120
	60
	240
	250
	250
	250

	2
	–160
	10·В
	190
	380
	390
	390

	3
	–210
	–30
	150
	330
	500
	500

	4
	–200  – 10·А
	–80
	100
	280
	470
	600 + 10·С


Тут А, В, С – відповідно остання, передостання та третя справа цифри номера залікової книжки студента. Визначити, який з проектів є оптимальним.

Завдання 3. Розв’язання матричних ігор.
Розв’язати графічним способом матричну гру, для якої задано платіжну матрицю:
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де А – остання цифра номера залікової книжки студента.
Допускається транспонування платіжної матриці.
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� Тут і далі індекс i означає номер рядка вихідної таблиці, а індекс j – номер стовпця вихідної таблиці.
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